Valda uppgifter i kursboken Matematik M3c av Sjunnesson med flera utgiven pé Liber,
(2012).

3114. Skriv om linjerna pd formeny = kx + m,dvs 3y = -2x+9 & y = —gx + 3 och

y = p(pT_z)x. For att linjerna skall vara vinkelréta krévs att k;k, = —1 dvs p(p_—Z)% =1=

p?_2p—3=0op=1+ 12+3={_31
3115. Fran punkten (—1, —5) till punkten (4, £(4)) &r det 5 steg lings x-axeln. Alltsa:

38—-21

3128.a) v(7) = S = 8.5m/s
b)
S
Tid (s) Stricka (m) a= )
6 21 0.58
8 38 0.59
10 60 0.6

s(7.1) —s(6.9) a7.1” —a6.9”
0.2 h 0.2

~ 8.3 m/s

3129. f(x) = 4x — x? = x(4 — x) dvs vertex i x = 2.
a) Om a ligger langre bort dn 1 l.e. till hoger om vertex blir k < 0. Dvs da x > 3.
b)a =3

c)

2=f(a)—3_4a—a2—3

_ — — a2 _
-1 - p— =>2—-2a=4a—a 3=

a?—6a+5=0=>a=3+ [32 _ ={1f§lsk

3141. f(2) =5 = f,.(10) = f(2) +8-2 = 21
Finin(10) = £(2) + 8- (=1) = =3 dvs — 3 < £(10) < 21
3142.2) f(2.1) ~ f(2) + 0.1f'(2) =3+ 0.1-4 = 3.4

b) g(6.8) ~ f(7) = 0.2-f'(7) = =2 — 0.2(=3) = —1.4



3154. a)

b)

3155.

3156.

b) Virdet ser ut att ndrma sig 0. Det finns en regel som séger att en exponentialfunktion vixer

x—3x2_1_ _2_3_
n—>002x2+x_nl—r>§02+i_ 2
X2
1,
Vxe—-2x  x
im —— = lim = —=
n—>oo4x+\/§ n—)oo4+i
Vx
a)
x11
y(x)_mx

snabbare én varje potens, till sist.

3207.

b)

a)
 fx+h)—f(x) . 6(x+h)?>—6x% _ 6x%+ 12xh+ 6h? — 6x2
im = lim = lim =
h—0 h h—-0 h h—0
~ 12xh + 6h? _
=lim—— =1lim12x + 6h = 12x
h—0 h h—0
_ 3(x+h)—3x_1_ 3h_3
hl—I}(l) h - hl—r}(l)f -

6(x+h)?*+3(x+h)+7—6x2—3x—7
i h



6x?+12xh+ 6h> +3x+3h+7—6x*>—-3x—-7

= }11_1)1(1) " =
~ 12xh + 6h* +3h
= lim =lim12x+6h+3=12x+3
h—-0 h h—0

d) (fx) +g(@) =)+ g'(x)

3225. Sekanten har k-virdet= 2. Det som man skall hitta &r den punkt pa kurvan som har
derivatan = 2.
4dx—6=2=>x=2

3342.
ff)=alx—1)(x—-2)(x—3)=a=a(x®—-6x>+11x—6) >
x* 11x2
f(x) =a Z—2x3+ —6x+C
3343.
8x—2y=16©y=4x—8dvsk =4
f'(x)=(x—1)2=4nirx; = —1ochx, =3
Test 3
1. a)
x?—25 x+5)(x—5
lim = li ( X )=limx+5=10
x-5 x—5 x5 x—5 x—5
b)
~ (34+h)?-32 _ 946h+h*—9 _ 6h+h*
lim—————— = lim = lim =lim(6+h) =6
h—0 h h—0 h h—0 h—0
c)
. 20+0.98*
lim —— =

X—00 5



y=x"—4x3+9x—-4=>y =5x*—12x2+9

! y=6x—1)Gx+1)=25x2—1=y" =50x

;a) fO)=3x3—x?=f'(x) =9x*-2x=>f'(4)=9-16 —8 = 136
f(x)=¢2—§=>f’(x)=§—’;—2=>f'(4) =%—§=—6

7 f)=3x-7=>f'"(x)=3=f'(4) =3

4.a)f(0) =3 b)f(2) =1 ¢) f'(1)=0

d)f'2)=3 e)f'(x)>0dal<x<3

5.a) f(x) = 5x7 —3x* + 10% = f'(x) = 35x° — 12x3
b) g(x) = —0.5x* +4x?> —5x+ 3> g'(x) = —2x3+8x—5

c)h(u) =8Vu—u?+2u'?=h'(u) = \% + 2u™3 + 2.6u’3

6.y(x) =x3—6x+2>7vy'(x) =3x2—-6>7vy'(1) = =3 punkten (1,—-3) > y = —3x

7.

3(1+h)2—-3-12  3+4+6h+3h2—-3
m = lim =lim(6 +3h) =6
h—0 h h—0 h h—0

8. Punkterna dr (1,5) och (3,9) =2k =2,f'(x) =6 —-2x=2=>x=2,y=8
dvsy =4 + 2x

9.5(t) =3t2+5t=>s'(t) =6t+5=>s(2) =22mochs'(2) =17m/s

Efter 2 sekunder har féremalet rort sig 22 m och har hastigheten 17 m/s.

10.a) f(x) =x% = f'(x) =998 = f'(—1) =99

b)f(x) = (x=3)? = f'(x) = 2(x—3) = f'(~1) = -8

f)=7x=>f)=7=f"(-1)=7

11. till exempel g(x) = —x? +4x+ 1= g'(x) = —2x + 4



25T

/ 25 \ :

y=ax3—9x2+5=vy" =3ax?—-18x,y'(-1) =3a+18=0>a=—6

12.

y = —6x3 —9x% 4+ 5,vixandedd —1<x <0

13. En inflexionspunkt betyder att funktionen stiger for x < 5 och for x > 5.
Derivatan ar alltsa positivutomdd x = 5dda ar g'(x) = 0= arg”(5) = 0.

14.a) Dax = 0ochx = 3.

b) Nér x > 3.

c)Dédx < 3.

d) Nérx = 0 och x = 3.

15.h"(x)=6x=>h'(x) =3x2+C;, > h(x) =x3+C;x+C,
16.y' () = (x =22 2 y(x) =2 (x —2)* + C

17.s(t) = 20t — 5t? = s'(t) = 20 — 10t



a)s'(1.5) =5m/s
b)s(3)=20-3-5-32=15m
0)s'(t)=20—10t=0=>t=2s

d)s(2)=20-2-5-22=20m

18. a)
V(p) = 50 000p — 20p% — 80 000 = V'(p) = 50000 —40p = 0 = p =1 250 kr
b)
V(1 250) = 31 miljoner kr
19.

m(t) = 4.5-t%%° = m’'(¢t) = 1.125-t7%7°> = m'(10) =~ 0.2 kg/min

Ismassan vidxer med 0.2 kg/min vid tiden 10 minuter.

20. a)
_ x(14 —x)
2
b)0<x <14
c)
x(14—-x) 1 1
=T=§(14x—x2)=>y’=§(14—2x) =0,x=7

_7(14-7)

ymax - 2

= 24.5 cm?



21.a)
A(x) =x-(—0.5x+4) a.e.

b)0<x <8
c)
A(x) = —-05x?+4x=2A(x)=—x+4=0=>x=4
A(4) =4+ (—05-4+4) =8 a.e.
22.
y=8x—x?>y'=8-2x=-2=>x=5
y(5) =8+5—52 = 15 = (5, 15)
23.
N(x) = 40 000 + 1 000x + 200x?
a)
N(3) =40000+1000-3+200-32=44800st
b)

N(5) =40000+ 10005+ 200-5% =50000 st
Okning cirka 5 000 st.
¢) Okningen klockan 12 ir:
N'(x) = 1000 + 400x,N'(3) = 1000 + 400 - 3 = 2 200 st/timme

24.

_(x? forx<4 _
f(x)_{x+6f6rx>4z>c_12

25.
y=x2-2x—-1>y =2x—2
Den ena linjen gar genom (0, -1) och lutar k = -2, y,.
Den andra gér genom (2, -1) och lutar k = 2,y, = =5 + 2x.
—-1-2x=-5+2x=>x=1y=-3




26.
Vir) =nr?(64—71)=n(64r*>—-13)=>V'(r) =n(12.8r —3r?) =0

12.8 12.8 , ,
r=—go % 4.3 cm = Vyan (T) =nr<(6.4—r) =122 cm

27.
f(x) =3x*—8x3—48x2+ 5= f'(x) = 12x3 — 24x? — 96x = 12x(x> —2x—8) =0
f'(x) =12x(x —4)(x + 2)
Storsta virde finns 1 grinsen x = —3. Minsta virdet i x = 4.

f(=3) =3(—3)*—8(-3)3 —48(—3)? +5 =32

F(4) = 3(4)* — 8(4)3 — 48(4)%2 + 5 = —507

28. a)

f(x)=x*+5

b)
f'(x) =4x3 = f'(3) =4-3% =108

Punkten ar (3,86) = y = —238 + 108x



Blandade uppgifter

l.a)y(5) =3:52=75°C

b) Ay = y(5.1) — y(4.9) = 3(5.12 — 4.9%) = 6°C

c¢) Den genomsnittliga temperaturféridndringen vid 5 minuter &r:

8 _° _ 30°¢/minut
Ax 0z 50°¢/minu

2.a) f'(x) =32x7 —20x3 + 17
b)g'(t) = —2x3+6x—7

¢) fel variabel i uppgiften h'(x) = \/% + 8x7° + 3.4x%7

3.2) f'(0) = 2
b)f'(2)=0
c)f'(4) = -2

4. Vixande (men inte strikt vixande) for x < 2 och x > 7. Avtagande dd 2 < x < 7.
5. Terrasspunkt i (—3, 4), lokalt max i (2,9) och lokalt mini (7, 1).
6.a) y(x) =2x*—x?2=>y'(x) =8x3 —2x = 2x(4x? — 1) = 2x(2x + 1)(2x — 1)

Ett teckenschema visar:

-1 =05 -025 0 025 05 1
X - - - 0 + + +
2x+1 - 0 + + + + +
2x—-1 - - - - = 0 +
y'(x) — 0 + 0o - 0 +
riktning N 0 7 0 N 0o 7

x = —0.5 minpunkt, x = 0 maxpunkt, x = 0.5 minpunkt

b) y(x) =3x2 = y'(x) = 6x = y"(x) = 6 > 0 = minpunkt
c) y(x) = x3 = y'(x) = 3x2

Ett teckenschema visar:
-1
y'x) o+
riktning 2

o O O
N+ e

Dvs terrasspunkt.



)y =xt—x=y' () =4x>—1=0ddx =47 =—

Ett teckenschema visar:
0 473 1
yx - 0 +
riktning v 0 2
(0, 0) ir inget lokalt max eller min. Minpunkten finns i (473, —0.02)
7.N(t) = 2t3 + 50

a) N(5) = 253 + 50 = 300 bakterier

dN bakteri dN(1 . .
b) ® _ gp2ba T dvs W — 6 bakterier/minut
dt minut dt
C) dN(5) — 150 bakterier
dt minut

8. a) y = 01 punkterna B och E.
b) y'(x) = 0 i punkterna C och F.
¢) y'(x) < 01 punkterna A och B.
9.a)y(x) =12x —x3=>y'(x) =12—-3x2=0dax = +2
Ett teckenschema visar:
-3 -2 0 2
y' - 0 + 0
riktning N - 2 -

-3
.
x = —2 ger ett lokalt minimum(—2, —16) och x = 2 ger ett lokalt maximum (2, 16)
b) y(x) = 1.5x2 — x3 = y'(x) = 3x — 3x? = 3x(1 — x)
Ett teckenschema visar:
-1

y —
riktning N

l oo

1
0
ﬁ

v N

0.5
+
7

(0,0) ar ett lokalt minimum, (1, 0.5) ar ett lokalt maximum



10.y(x) =x*+x3+x2+x>y'(x) =4x3+3x2+ 2x + 1ochy'(-1) = -2
Vilket betyder att y(x) &r avtagande da x = —1.

11. a) g(1) = 3 lases direkt i figuren

b) I punkten (2, 4) finns en maxpunkt dvs g'(2) = 0.

c¢) Funktionen &r strikt vixande da x < 2.

d) g'(x) < 0 da funktionen &r avtagande dvs da x > 2.

e)g(x) =0dax =0ochdax=4.

12.a) f(x) =12x —x3 = f'(x) =12 — 3x% dvs f'(x) = 0da x = +2.

b)
(X+2)2(X—6)=%(x2—4x—12):>f’(x)=x—2=0dé’1x=2

f&) =
13.a) f'(x) =0dax =0ochdax = 4.
b) f(x) ér strikt vaxande da f'(x) > 0dvs dd 0 < x < 4.
14. a)
b)g(21) ~ g(2) +k-01=3+(-1)-0.1=29
15. a) g(—1) = 2 lases direkt i figuren.
b) Linjens lutning verkar ha k = —2 dvs g’ (0) = —2.
¢) Vid x = 1 finns en minpunkt dvs g'(1) = 0.
16.s(t) = 2t2 —12t+25=>s'(t) =4t —12=0dat =3

Gor en virdetabell dér intervallets grianser och t = 3 ingér.



s(t)
9

7
15

Ul w N+

Det storsta vardet édr 15, det minsta 7.
17.f(x)=3x?—ax=>f'(x)=6x—a,f'2Q)=6-2—a=-1>a=13
18.s(t) = t3 —120t? > s'(t) = 3t2 — 240t, s'(t) =0da3t(t —80) =0

Gor en virdetabell dér intervallets grianser och t = 80 ingér.

t s(t)

0 0

80 —256000
100 —-200000

Svar: Det storsta virdet ar 0 och det minsta 4r—256 000.

19. y(x) = 0.4x%2 = y'(x) = 0.8x,k = y'(2.5) = 2 och punkten ir (2.5, 2.5) det ger linjen
y = 2x — 2.5 som skér x-axeln i punkten (1.25, 0).

75

25

20. a) g'(x) = 0 i punkterna B, D och F.

b) g’'(x) < 0 i punkterna A och E.

¢)Ja, g(x) avtar da g'(x) < 0 i punkten A.

21. f(x) =ax®+x = f'(x) =3ax? + 1,f'(2) =3a-4+1=5=>a=§
22.y(x) =x3—3x2+3x>y'(x) =3x2—6x+3 =3(x—1)2

Dvs en terrasspunkt da x = 1, och dess koordinater ar (1, 1).

23. a) Klockan 23 &r vattendjupet 2.3 m.

b) Klockan 23 stiger vattennivan med hastigheten 20 cm/timme.



c¢) Klockan 02:00 ar vattendjupet 4 m men det stiger inte. Nér y” < 0 byter y’ tecken fran +
till —, dvs en maxpunkt.

24. y(x) =3x* —4x3+ 2> y'(x) = 12x3 — 12x? = 12x%(x — 1)

Terrasspunkten finns dar derivatan har ett dubbelt nollstdlle dvs da x = 0. Punkten &r (0, 2).

25.

4 2

y(x) =%—x7=>y’(x) =x3—x=x(x*-1)=x(x+1Dx-1)

Gor ett teckenschema:

-2 -1 =05 0 05 1 2

X - - - 0 4+ + +
x+1 - 0 + 4+ + + +
x—1 - = - - - 0 +
produkt — 0 + o - 0 +
riktning N - 2 - N - 7

Svar: Fallande dda x < —1,0chdd 0 < x < 1 och vixande dd —1 < x < 0 ochda x > 1.

26.y(x) =x3—12x=>y'(x) =3x2—-12=0dadx = +2
Punkterna ar (—2, 16) och (2, —16) dvs linjen blir y = —8x.

27.6x+y—3=0oy=3—6xochy(x)=x?—-4x—-8=y'(x) =2x—4
2x —4 = —6dax = —1dvsipunkten (—1,—-3)

28. a) Nar tillflodet varit langs tid dvs B.

b) Utflodet ar storst i punkten C.

c¢) Nér utflodet pagatt langst tid dvs D.

d) Hogsta antal 1/min dvs A.

29.h(t) =24t> —t3 > h'(t) =48t —3t? =3t(16 —t) =0dat =0ochdat = 16

Maximal hojd blir h(16) = 162(24 — 16) = 2048 m ~ 2 km

30. y(x) = x3 — 1.5x2 > y'(x) = 3x2 — 3x = 3x(x — 1)



Gor ett teckenschema:

-1 0 05 1 2

x - 0 + + +
x—1 - - = 0 +
produkt + 0 - 0 +
riktning 2 - N -5 /2

Vi ser att maxpunkten finns da x = 0 och dess koordinater &r (0,0).

Tangenten ér linjen y = 0 den skér kurvan di x3 — 1.5x%2 = 0 = x = 1.5dvs i (1.5, 0).

-1 0 1 2
X

31.
 f@G+h)—-f4) . (4+h?*-42  16+8h+h*-16
lim =lim = lim =
h—0 h h—0 h h—-0 h
~ h(8+h)
=]lim—— =8
h—-0 h

Derivatan av x? i punkten x = 4.
32. Kurvan kan skrivas som f(x) = k(x — 1)(x — 2) diar k = 1.5.

Tangentens ekvation dr y = 3 — 4.5x vilken skir x-axeln i punkten (g , O),

33. Kalla rektangelns sidor @ och b, da géller: 2a + b = 28 och arean A(a)

dA(a)
da

A(a) = ab = a(28 — 2a) och =28—4a=0dda=7=> 4,4, =98 m?

34.y'(x) =3ax?+b=0ddx =1dvsbh = —3a
a—3a+10=-8=>a=9o0chb =-27

35. Lat behéllarens bottensida vara b, da géller:

800
b%h = 27 och k(b) = 500b% + 200 - 4hb = 50002 + 27—~ =



dk(b 800
L= 1000 — 27— =0=>b = 327-08 ~ 2.8m

db b?
k(¥27-0.8) ~ 11 600 kr
36.
gB3)=10-1<g'(x)<12=g(7) =210+4(-1) =6
37.

du(t)_2t+ +c:>d2u(t)_2 2¢
e CHTVTE ez 4T

c
u(t)=at2+vt—?:>

38. Nollstillena dr x = —4,x = 1 och x = 3. m ligger mellan —4 och 1 dvs m = —1.5.

a) y'(x) = 3x?2 — 13 dvs y'(—1.5) = —6.25 och punkter M = (—1.5, 28.125). Frén m till
linjen skédr x-axeln dr det sélunda: 28.125 — a - 6.25 = 0 = a = 4.5 steg i x-led.

-15 +45=3VSV

b)y'(2) =3+4—-13 =—-1ochy(2) = —6dvslinjenary,(x) =4 — x
Ja,ty y,(-4) =4—-(-4) =0

¢)y'(—0.5) =3-(-0.5)2 — 13 = —12.25 och y(—0.5) = 18.375 och d&
—12.25-1.5+18.375=0
kommer tangenten att skira x-axeln i nollstéllet x = 1.

39. Ta ett mindre intervall dn 0.2, till exempel 0.1:

v3-2.05-+/3-1.95
2.05 — 1.95

y'(x) =

40. a)
1
y(x) =Vx=2y'(x) = ﬁ

Genom punkten (2,4) = Ynorma () = 18 — 4x

1
’ dvs y’(4‘) = Z = knormal =—4

b) y(x) = 0.2x%2 = y'(x) = 0.4x = kpormar = _2x;5 Tag en punkt (h, 0.2h?)
D4 blir normalen %5 och linjen y — 0.2h% = —% x—h)oey= —ZT'Sx + 2.5 + 0.2h?

Den linjen skér y-axeln i punkten (0, 2.5 + 0.2h?). Om % gér mot noll blir punkten (0, 2.5).

41. Platen som gar at kan tecknas som:

A(r) = 2nr? + 2nrh



Dir volymen V = mr?h ér konstant dvs h = # .

V vV
A(r) = 2mr? + 2nr —5 = 2mr? + 2 —
r r

dA(r) % ] % % 3| v
=4nr—-2—=0d34nmr=2—=2>1r]=—=1r= |—=4cmh=8cm
dr T2 T2 2T 2T

42.
fX)=x3+cx?+x=f'(x) =3x?>+2cx+ 1

En terrasspunkt kriver att derivatan bara har ett nollstélle dvs 3x? + 2cx + 1 &r en jimn
kvadrat.

2

3% + 2cx + 1 3(2+2 +1> 3(+1> hS= 4= dvsc=+V3
x cx =3(x*+=-cx+=)=3(x+—=) och==4+— dvsc=+
3773 3 3T

43. a)
fX)=x*2+3=>f'(x) =2x>f'(4) =8
b)
f(405) ~ £(395) _
0.1 B
c)
 fx+h)—f(x) . (x+h)?-x%* _ x%+2xh+h?—x?
lim = lim————— = lim = 2x
h—0 h h—0 h h—0 h
44,
V b-h 3 3
k(a) =2 = nr?sin® a 2rcosa=§sin2a cos a

Viiot %m’fﬂ ~ 4mr3
3
k'(a) = 5 (2sinacos?a —sin®a) =0

2cos?a =sin“a = tan’a =2 = a = 55°

1
-— ~ 0.58
3

N W
wil N

kmax



Bonusmaterial
a) Den forsta, andra, tredje gruppen osv borde kunna viljas som:
18\ (15) (12\ (9 (6\ _
G)(E)G)EE)=
_18-17-16 15-14-13 12-11-10 9:8-7 6-5-4
- 1-2-3 1-2-3 1-2-3 1:2:3 1-2:3

=3-17-16-5-7-13-2-11-10:3-4-7-5-4 ~ 1.4- 10!
olika sitt.
b) Alltsé, av de 6 grupperna skall 4 innehélla ett ess. Detta borde kunna ske pé:
6y _ (6\_ 65
(4)‘(2)_1-2_15
olika sitt.

Delas svaret i a) med b) fis antalet mdjliga gruppkonstellationer.



